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Resumen

Las dltimas décadas han sido testigo del desarrollo de una coleccién
de ideas encaminadas a entender y predecir la ubicua complejidad
de la naturaleza. Este articulo explica cémo dicho trabajo provee, a
partir de su estudio detallado del orden y el desorden, un marco de
referencia imparcial que permite visualizar la dinamica y las conse-
cuencias de los rasgos divisivos que siempre han estado presentes
en la humanidad. Especificamente, este trabajo muestra como resul-
tados recientes y universales, acerca de la transiciéon del orden al
caos mediante una cascada de bifurcaciones, proveen una invitaciéon
parabolica y antigua a un estado sereno, simbolizado por la conver-
gencia al origen en la raiz del arbol caético de Feigenbaum, en el
cual podemos lograr la paz que deseamos. Se explica como dicha
convergencia se torna urgente dada la conexién de dicho arbol

moderno con otras higueras antiguas igualmente simbolicas.

Palabras clave: caos, complejidad, lecciones, parabolas, pag
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1. Introduccion

Desde tiempo inmemorial, el estado de confusion que denominamos ‘caos’
ha estado presente en la historia de la humanidad. Hoy por hoy, diversas manifes-
taciones de tal estado desordenado y aleatorio contintan latentes en guerras y
rumores de guerras, holocaustos, epidemias y pandemias, terrorismo, corrupcion,
hambrunas, caidas de las bolsas de valores, uso de drogas y pobreza extrema: su
presencia claramente rasga el tapiz de la unidad e impide el florecimiento de una paz
genuina en el mundo.!

En las ultimas décadas se ha descubierto diversas rutas del orden hacia el
caos, y entre ellas ocupa un lugar de prominencia la definida mediante una cascada
de bifurcaciones.># Dicha ruta es particularmente célebre por la sencillez inherente
de las ideas y por la aplicabilidad de las nociones en una variedad de disciplinas que
abarcan la ecologfa, la ingenierfa, la quimica y la fisica. Tal y como se repasa en este
articulo, diversas cascadas de bifurcaciones dan lugar a diagramas exéticos, con pro-
piedades universales y con forma de arbol, que expresan la transicion coherente del
‘orden’ al ‘desorden’ y que permiten comprender la dindmica elusiva del calenta-
miento de un fluido (es decit, conveccion) desde su estado pacifico de quietud hasta
una condicion turbulenta y cadtica cuando el calor agregado al fluido es excesivo.

Este articulo explora las propiedades universales de los arboles cadticos y en
particular del arbol iconico definido a partir de la parabola logistica y en honor a
Mitchell Feigenbaum, es decir, el arbol de Feigenbaum o, traducido del aleman, el
arbol de la higuera, para mostrar, por analogfa y tal y como se hizo antes a partir de
cascadas multiplicativas y la turbulencia natural,5 que en efecto existe un tnico esta-
do, en la raiz de dichos arboles, en donde nosotros como seres humanos podemos
hallar la paz que anhelamos.

La organizacion de este trabajo es como sigue:

Primero se repasa la dindmica de la parabola logistica. Luego, se introduce
el arbol de Feigenbaum conjuntamente con algunas de sus propiedades universa-
les mas importantes. Después se muestra coémo las ideas son relevantes para
modelar la conveccion. Luego, se explica como la teorfa del caos provee una para-
bola certera y antigua hacia la paz en la raiz de dicho arbol. Y finalmente, se resu-

me el trabajo por medio de una poesia-cancion.
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2. La Dinamica de la Parabola Logistica

La ecuacién prototipica empleada para explicar el caos es aquella que defi-
ne la parabola logistica, X1 = & X, (1 — X,). Aqui, X, denota el tamafio (nor-
malizado entre 0 y 1) de una poblacién (digamos, conejos) en la generacion k,
Q es un parametro que varia entre 0 y 4 incluidos, y la expresion dicta lo que
ocurre de una generacion a la siguiente.

En la Figura 1 se observa la evolucion de una poblacion regida por dicha
expresion cuando @ es igual a 2.8. Como se observa, de un valor inicial peque-
fio X, y siguiendo sucesivamente las lineas verticales y horizontales hasta la recta
X =Y, se llega, en este caso, a un tnico punto fijo X..,, que corresponde a la inter-

seccion no nula entre la recta y la parabola.

Xiet |

Figura 1. La pardbola logistica y la convergencia a un punto fijo.

Tal y como es bien conocido, X.. depende exquisitamente de @ . A conti-
nuacion se repasan los diversos estados que define la simple ecuaciéon cuadrati-
ca cuando el pico de la parabola aumenta progresivamente.

Cuando la parabola esta debajo de la recta, es decir, cuando @@ < 1 como
en la Figura 2, X., converge a cero, y esto sucede pues la pendiente de la parabo-
la en el origen al ser menor que la de la recta atrae cualquier poblacién. Cuando

la pardbola pasa el umbral uno a uno X =Y, como en la Figura 1, la pendiente
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de la pardbola en el origen es mayor que uno, y entonces la dinimica ya no llega
a cero, pues el origen repele. Si @ estd entre 1y 3, la reiteracion de la ecuacion
logistica converge a la intersecciéon no nula entre la parabola y la recta dada por

X.=(a-1)/a,como en la Figura 1.

'\];—1

0 X, X, 1X,

Figura 2. Convergencia al origen

Si & aumenta mas alla de 3, lo que le ocurri6 al origen también le sucede
a la intersecciéon no nula entre la recta y la parabola, y dicho comportamiento
repele. Ahora la dindmica genera oscilaciones estables, primero de dos en dos
hasta otro umbral, luego de cuatro en cuatro hasta otro umbral mayor y asi suce-
sivamente, en una cadena de bifurcaciones, tal y como se ilustra en la Figura 3

para valores de @ de 3.2 y 3.46 respectivamente.

X

k+1

xii"’l

0 X X x® x. 0 X, XOx® xexegx
le th] X[u)xtal

Figura 3. Convergencia a ciclos repetidos cada 2 y cada 4 generaciones
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Un namero infinito de bifurcaciones ocurre, en potencias de 2, al aumen-
tar @, y se traspasa una infinidad de umbrales hasta un valor .= 3.5699... Alli
la dindmica esta atraida por un conjunto infinito y carente de cohesion (es decir,
como el polvo cantoriano) llamado ‘el atrayente de Feigenbaum’, cuyo histogra-
ma, mostrado en la Figura 4, tiene una estructura multifractal ‘espinosa’, similar
a la encontrada al combinar cascadas multiplicativas clasicas, tal y como se

emplea para modelar la turbulencia atmosférica.5

Iy |

Figura 4. Histograma espinoso del atrayente infinito hallado cuando 06 = Q.

Cuando @ excede (.., se encuentran a veces oscilaciones estables como
en la Figura 5, para valores de ¢ iguales a 3.74 y 3.83, pero mds comunmente
comportamientos infinitos no repetitivos y sujetos a variaciones extremas a con-

diciones iniciales como en la Figura 6, para valores de @ de 3.6 y 4.

\]."l xk'!

\

0 X, XU X©XOXOXOLX, 0 X XY X0 XO1X,

Figura 5. Convergencia a ciclos repetidos cada 5 y cada 3 generaciones
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Resulta ser cierto que existen valores de @ mayores que Q.. para los cua-
les la poblacion se repite exactamente cada # generaciones para cualquier nume-
ro 7 que no es una potencia de 2. Pero, entretejida en esta increible repetitividad
arbitraria, existen muchisimos valores del parametro ¢ para los cuales la pobla-
cién no se repite, sino que vaga para siempre en un atrayente extraflo infinito
conformado por puntos que no se tocan y que definen el bien denominado com-
portamiento ‘cadtico’

Los casos infinitos y a la vez estables también estan caracterizados por su
sensibilidad extrema a las condiciones iniciales, pues el empezar la dindmica ca6-
tica en dos poblaciones arbitrariamente cercanas da lugar a divergencias expo-
nenciales, aunque deterministas, dentro del mismo atrayente extrafio. Este es el
imperdonable y famoso efecto mariposa que explica como un pequeflo error, no
importa cuan pequeno, impide el que podamos predecir con exactitud la evolu-

ci6n de una poblacion cadtica.

X xl;—l

k+1
[ 3

=2

Figura 6. Convergencia a atrayentes extraiios no repetitivos

3. El Arbol de Feigenbaum
ILa Figura 7 resume el increible comportamiento de la sencilla parabola logistica.

Este es el famoso diagrama de las bifurcaciones, o el arbol de Feigenbaum, si se

rota 90 grados
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X,

273

Figura 7. El drbol de bifurcaciones para la paribola logistica.

El variar @ tiene profundas implicaciones y da lugar a una raiz recta, una
rama ‘tierna’, ramas de bifurcaciones, y de una manera entrelazada, ramas peri6-
dicas junto al follaje no-repetitivo y, por ende no cohesivo y polvoriento del caos.

Tal y como puede apreciarse mejor en la Figura 8, en el arbol caético de la
higuera es eso lo que quiere decir Feigenbaum en aleman tal y como se afirmé
anteriormente; en efecto, contiene oscilaciones que terminan abarcando, en una

infinidad de franjas blancas y en las potencias de 2 previas, todos los nimeros.

X,

3.42 o, 4

Figura 8. La cola del diagrama de bifurcaciones para la pardbola logistica.
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Esto se puede apreciar aun mas magnificando el brote del medio en la
Figura 8 correspondiente al perfodo 3, el cual produce una copia reducida de

todo el diagrama, como se muestra en la Figura 9.

0.50

0.45

3.84 3.85
o

Figura 9. El brote en el drbol de bifurcaciones a partir del valor medio del periodo 3.

Este arbol reducido no sélo exhibe las bifurcaciones en potencias de 2
antes descritas, sino que contiene franjas blancas similares que definen (al suce-
derse también en otros brotes ad infinitum) valores de los parametros en los cua-
les la dindamica es periddica para cualquier periodo, y todo esto de acuerdo al
célebre orden de Sharkovskii.6

Dado que todo arbol reducido también incluye ramas de bifurcaciones
similares a las encontradas al principio del diagrama, el arbol de Feigenbaum
contiene una infinidad de espinas multifractales similares a las que se describie-
ron en la Figura 4. Asi, puede afirmarse que el follaje del arbol estd compuesto
por ramas periddicas, espinas y polvo.

El célebre diagrama en la Figura 7 se conoce como el arbol de Feigenbaum
en virtud a los descubrimientos asombrosos hechos por Mitchell Feigenbaum7,
tal y como se explica en la Figura 10. El encontré que las bifurcaciones sucesi-
vas exhiben un orden universal, tanto en las duraciones de las mismas entre
umbral y umbral, A,, y las distancias de una rama a la mas cercana a partir de una

linea que cruza todas las bifurcaciones, d,,.
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Figura 10. Bifurcaciones sucesivas X = V2 para las primeras bifurcaciones en la parabola logistica.

Especificamente, Feigenbaum mostré que el cociente sucesivo de dichas canti-
dades converge alos nimeros universales d,/d, = F;= -2503 y A, /A1~ F, = 4.669
y esto resulta ser cierto no s6lo para la parabola logistica al principio del diagra-
ma de las bifurcaciones, sino para cualquiera de los infinitos brotes dentro del
arbol.

Aunque Feigenbaum no descubri6 el diagrama de las bifurcaciones, fue ¢l
quien encontr6 que existia un orden en el camino del orden al caos mediante una
cadena de bifurcaciones arbitraria, pues las constantes universales de
Feigenbaum F, y F, no sélo son viélidas para la ecuacion logistica sino que lo son
también para una infinidad de ecuaciones que tienen un pico, tal y como se ilus-
tra en la Figura 10 para las ecuaciones sencillas, de izquierda a derecha,
X = @ X, (1 =Xy X = a X, (1 =X

Tal y como se explico para la pardbola logistica, estas higueras tienen una raiz
recta, una rama esbelta que surge al pasar el primer umbral X =Y, una secuencia de
ramas que reflejan las bifurcaciones y umbrales sucesivos y, arriba en el arbol y de
una manera entrelazada, muchisimas ramas periddicas que generan espinas al final

de todas las franjas blancas, y, atin mas cominmente, el follaje polvoriento del caos.
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k+1

Figura 11. Higueras para dos ecuaciones no lineales sencillas.

Notablemente, todos los brotes infinitos de ramas a hojas polvorientas en
estos y muchos mas arboles cadticos suceden de acuerdo a las mismas constan-

tes Iy y Fy, y todo esto es cierto para sus infinitos arboles reducidos.

4. Una Aplicacion Relevante del Caos en la Fisica

Dentro de los descubrimientos practicos mas pertinentes de la Teorfa del Caos se
encuentra su conexion con el calentamiento de fluidos, y en particular con la
forma ordenada mediante la cual el proceso convectivo transforma un fluido
desde un estado de quietud hasta uno eminentemente turbulento y cadtico. Tal y
como fue encontrado experimentalmente para el helio liquido, en la medida en
que se le agrega calor al fluido, éste cambia de estado de acuerdo a las bifurcacio-
nes del arbol de Feigenbaum, y lo hace en aumentos de temperatura que son acot-

des a la constante F,, hasta donde es posible hacer las observaciones del casos.
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Estos resultados sencillos e inesperados, y otros relacionados con otros
sistemas tanto fisicos como relativos a otras disciplinas®19, ayudaron a validar la
teoria y establecieron la posibilidad de comprender la dinamica de diversos pro-
cesos en términos de un parametro que, como @ en la ecuacion logistica y el
calor en la conveccién, termina representando la esencia del sistema.
Ciertamente, los resultados contintian siendo sorprendentes, porque en el estu-
dio de diversos sistemas complejos se esperaria la necesidad de emplear ecuacio-
nes diferenciales complicadas y no representaciones discretas, y porque el
empleo de dichas nociones resulta en un paradigma particularmente sencillo y
no dependiente del concepto del azar para intentar entender la complejidad

natural.

5. ¢Caos o0 no Caos? Una Pregunta de Paz

Al ponderar las bellas ideas que dan lugar al caos mediante una cascada de bifur-
caciones, es sensible considerar los mecanismos sencillos y universales alli pre-
sentes para dilucidar, al menos parabdlicamente, como evitar la violencia turbu-
lenta que experimentamos en nuestras vidas’, en especial cuando estamos rode-
ados de un ‘calot’ excesivo que nos lleva a un estado de vida ‘cadtico’.

Después de todo, y de una manera proverbial, el nivel de calor por medio
del cual vivimos, es decir el pardmetro genérico @ que define nuestra pardbola,
determina nuestra logistica esencial. Pues @ determina nuestra dinimica orde-
nada o desordenada, nuestra elecciéon de lo sencillo o de lo complejo y nuestro
subsecuente estado de atraccion a la serenidad y la paz o al desasosiego y la tur-
bulencia.

Como el calor ¢ en efecto define el estado final del proceso, podemos
comprender que es sabio el mantenerlo pequefio (@ < 1), tanto en el mundo
como dentro de nosotros mismos, para evitar amplificarlo desproporcionalmen-
te de generacion en generacion y asi evadir las no-linealidades que nos alejan de
la esencia, es decir, que nos llevan a crecer espinas y a ‘morder el polvo’. Pues a

pesar de que las higueras exhiben un orden en su camino hacia el desorden,
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podemos apreciar en los brincos insulsos, en los atrayentes extrafios, y también
en aquellos peridédicos o atn en un punto fijo positivo, la ansiosa y tonta frustra-
cibn que muchas veces experimentamos, y tantas veces de una forma determi-
nista, engreida y predecible, cuando, al escoger vivir con afan, viajamos de sitio
en sitio y acaloradamente sin encontrar la raiz.

En este espiritu, la mejor solucion, para cada uno de nosotros y para el
mundo en general, es el reducitle el ritmo a la vida, bajindonos del 4arbol como
simboélica y literalmente lo hizo un pequefio hombre enmendando su camino al
oir un fiel llamado11, de modo que al bajar debajo del umbral primario, esto es
la recta X =Y, podamos vivir sin turbulencia, sin caos, y en verdadera manse-
dumbre en el estado robusto simbolizado por X..= 0. Pues existe una marcada
diferencia entre una condicién aparentemente laminar como ocurre en las llama-
das ‘bifurcaciones tangenciales’ y el vivir verdaderamente en paz, pues no hay
coémo escaparse por la tangente cuando nuestras acciones contienen estallidos
cadticos carentes de paz y llenos de intermitencia’.

Como converger al origen resulta ser el tnico estado deseado, es decir, el
estar sujetos a la rafz mansa de la higuera y protegidos por el umbral X =Y,y
como esto significa no la ruina al perder todos nuestros ‘conejos’, sino que
engendra nuestra riqueza al abandonarnos a vivir confiando en la vida, viviendo
a nameros de Reynolds bajos, de modo que podamos comunicarnos, es perti-
nente notar que dicha condiciéon puede lograrse también cuando el peor de los
caos nos rodea.

Tal y como lo ilustra la Figura 12, cuando ¢ = 4, es decir cuando el para-
metro es maximo y el calor es “infernal,” existen caminos que evitan vagar para
siempre. Fstas son las pre imagenes del cero, construidas empleando la paribola
logistica en reversa y dando lugar a un diagrama binario, que en su dinamica pre-
cisa siguen una extremamente delicada rayuela, y encuentran el punto medio que
las lleva a retornar a la raiz; también dibujan, curiosamente, en dos rotaciones

(abajo a arriba e izquierda a derecha) el mismo simbolo de la rafz, ahora cuadrada.s
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-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura 12. Orbitas de la parabola logistica, & = 4, que terminan en el cero.

Pues aunque el pasado parezca lucir casi igual en virtud a lo exquisitamen-
te entrelazados que estan los diversos casos en la plenitud del caos, es tragico tet-
minar oscilando para siempre tal y como lo muestra la Figura 13 cada tres gene-
raciones, o cada numero arbitrario de generaciones que da lugar a otros diagra-
mas binarios que evitan el atrayente extraflo.

Y es que resulta ser més tragico ain, si la tragedia pudiese ser cuantifica-
ble, el pasar arbitrariamente cerca del punto medio y perderse entrar por él, tal y
como lo muestra la Figura 14. Pues el efecto mariposa, con toda probabilidad y
aunque parezca brindarnos la opcién de visitar todos los espacios, nos deja irre-
mediablemente atrapados en un atrayente extrafo, vacio, polvoriento e incom-
pleto que desafortunadamente no incluye la paz, dado que no contiene ni al ori-

gen ni a sus pre imagenes infinitamente contables.

Xies
X, K+l
’ 1
L]
%
.. -

% / | | ——

\ | | 0 X, Y, 1 X,

\/ |
Ya -

. .
0

Figura 13. Orbitas de la pardbola logistica, & = 4,que terminan en un ciclo que se repite cada 3 generaciones.
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X,

Lo+

Figura 14. Orbitas de la pardbola logistica, @ = 4, a partir de Xy = "2 + €, €= 0.00001.

Al final, la ciencia moderna de la complejidad nos permite visualizar nues-
tras opciones antiguas y reitera que siempre es mejor, independientemente de
donde estemos, vivir serenamente, en paz, de una manera simple y escogiendo
de veras abandonarnos a la raiz que es el amor. Pues nadie llega al origen sino
abandonandose al umbral X =Y, que nos protege de las espinas divisivas y del
polvo mortifero que caracterizan el caos y su turbulencia. Pues no hay fruto
dulce alguno en el diagrama sino en la raiz.

Las ideas aqui expuestas no solo recuerdan enseflanzas antiguas y llenas de
sentido comun sino también parabolas misteriosas acerca de higueras simbolicas.
Nuestros primeros padres, al morder el polvo se cubtieron con las hojas de una
higueral2, y aqui dichas hojas son coherentes con su edicto de muerte. Quien dijo
ser el umbral y camino maldijo a una higuera alegérica por no tener fruto y la seco
hasta la rafz13, y aqui s6lo la raiz recibe su paz al estar ligada con el origen. Y ¢l
habl6 acerca de su retorno, feliz para algunos y terrible para otros, mediante diver-
sas seflales cadticas y una higuera parabodlica con rama tierna y brotes, y también
otros arboles14, y aqui despuntaron tres tales y existen muchos mas.

Claro esta, proponer fechas de eventos cosmicos y escatoldgicos no es posible,
pero lo que se infiere de estas reflexiones es una invitacion, acaso inesperada por pro-
venir de la ciencia, hacia la paz, el origen, la raiz, lo recto, y en resumen al amor. Para

concluit, a continuacién se incluye la letra de una poesia-cancion acaso urgente.
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En medio del caos

Es mejor legar al origen...

En la ciencia moderna
hay un arbol catélico,
con rafz sempiterna

y un follaje cadtico.

Este icono refleja
la simpleza del meollo,
y poderoso define

la salida del embrollo.

Oye amigo comprende
fiel aviso de la higuera:
el que se crea valiente

va a llorar su ceguera.

Oye bien santo consejo
el ya bajarse es prudente:
es vital hallar lo recto

para ganar toda suerte.
Y entiende que...
En medio del caos

hay una salida

que lleva a la vida.
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En medio del caos

se halla una guarida

que sana la herida.

En lo alto de la higuera
hay un caminito

que va al infinito.

En lo alto de la higuera
se halla un puntito

que lo une todito.

En medio del caos
hay una rayuela

que brincas sin pena.

En medio del caos
se halla un omega

que nutre y libera.

En lo alto de la higuera
hay un pozo fino

que riega el destino.

En lo alto de la higuera
se halla un amigo

que da lo divino.

En medio del caos
mira alli est3,
en medio del caos
todita verdad,

en medio del caos
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una puerta abierta,
en medio del caos
que lleva a la esencia,
en medio del caos
con todo equilibrio,
en medio del caos
se evita el peligro,
en medio del caos
caminando recto,

en medio del caos

se halla lo cierto.

En lo alto de la higuera
ve que no invento,

en lo alto de la higuera
un oasis muy bello,

en lo alto de la higuera
hay un trigo bueno,

en lo alto de la higuera
rodeado de maleza,

en lo alto de la higuera
hay un ojo de aguja,

en lo alto de la higuera
que pasas y cura,

en lo alto de la higuera
te bajas, sontfes,

en lo alto de la higuera

y llegas al origen.
En medio del caos

con la santa gloria,

en lo alto de la higuera
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hallas 1a victoria,

en medio del caos
escrito en tu pecho,

en lo alto de la higuera
encuentras tu suefo,

en medio del caos
rodeado de la muerte,
en lo alto de la higuera
descubres ser fuerte,

en medio del caos

con el alma clara,

en lo alto de la higuera

no te pasa nada.

&

En medio del caos

en lo alto de la higuera. (4)

Ve que no miento, no lo dudes...

Ay bajate... (8)
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